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模块二 微分学

第一章 函数的导数

1.1 导数的概念

1.1.1 引例

1）. 求曲线的切线斜率

图 1

求曲线� = �(�)上给定点� �0, �0 处的切线斜率. 如图 1所示

首先,当自变量在 0x 有增量∆� ∆� ≠ 0 时,相应的函数增量∆� = �(�0 + ∆�) − �(�0),对

应曲线上另外一点�1(�0 + ∆�, �0 + ∆�),在直角三角形��1�中割线��1的斜率为

���1
= tan 

∆�

∆�
=
�(�0 + Δ�) − �(�0)

Δ�

其次，从图上分析观察当∆� → 0时,割线��1的极限位置即为�点的切线��,在此过

程中割线��1的斜率���1
的极限就应为切线��的斜率�,即

� = lim
Δ�→0

∆�

∆�
= lim

Δ�→0

�(�0 + Δ�) − �(�0)

Δ�

2）. 变速直线运动的瞬时速度

设一质点作变速直线运动,其所经过的路程�是时间�的函数,即� = �(�).求质点在� =

�0时刻的瞬时速度�(�0).

首先，我们考察该质点在� = �0附近的运动状态. 当时间由�0改变到�0 + ∆�时(∆� ≠ 0),

质点在∆�这段时间内所经过的路程为∆� = �(�0 + Δ�) − �(�0),于是质点在时间段∆�内的平

均速度为
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其次，由于质点作变速运动，平均速度 v


不足以刻画出质点在� = �0时刻的速度。显然

∆�越小,平均速度 v就越接近�0时刻的瞬时速度�(�0).所以当∆� → 0时,如果 v的极限存在,

则此极限就理应是质点在�0时刻的瞬时速度,即

�(�0) = lim
Δ�→0

∆�

∆�
= lim

Δ�→0

�(�0 + Δ�) − �(�0)

Δ�

1.1.2 导数的定义

上述两个引例虽然解决的是两个不同领域的问题,各自表示不同的实际含义,但解决思

路是一致的,无论是求切线斜率还是求瞬时速度,都可归结为：首先求出函数增量与自变量

增量的比值；其次求出比值的极限。抓住它们在数量关系上的这个共性,就得出函数的导数

概念.

1）.函数在一点 0x 处的导数

定义 1 设函数 ( )y f x 在点 0x 及其邻域内有定义,当自变量 x在点 0x 处取得增量 x 时,

函数 ( )f x 的相应增量 0 0( ) ( )y f x x f x     ,如果两增量的比值
y

x




当∆� → 0时的极限存在,

则称函数 ( )y f x 在 0x 点可导或导数存在，并将此极限值定义为 ( )y f x 在点 0x 处的导数（微

商）,记为 0( )f x ,即

0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x   

  
  

 

也可记为
0x x

y


 ,
0

d

d x x

y

x 

或
0

d

d x x

f

x 

.

如果上述极限不存在,则称函数 ( )y f x 在点 0x 处不可导.

0 0( ) ( )f x x f xy

x x

  


 
反映的是自变量 x从点 0x 改变到 0x x  时,函数 ( )f x 的相对变化称

为函数的平均变化率；而导数 0
0

( ) lim
x

y
f x

x 


 


反映的是函数在点 0x 处的瞬时变化称为函数

( )f x 在在点 0x 处的瞬时变化率.
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下面我们再分析导数定义的另一种常用表达形式：因∆� = � − �0,且当∆� → 0时,必有

� → �0,且

0( ) ( )y f x f x  

所以上述导数的定义也可以有如下的表现形式

0 0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim lim

x x x x

f x f xy
f x

x x x 


  

 

根据导数的定义，前面两个引例就可以这样叙述：

（1）曲线 ( )y f x 在给定点�(�0, �0)的切线斜率,就是函数 ( )y f x 在 0x 处的导数,即

00( ) x x

dy
k f x

dx


 

（2）质点在� = �0时刻的瞬时速度�(�0)就是路程�(�)在�0时刻的导数,即

00 0( ) ( ) t t

ds
v t s t

dt


 

导数的定义不仅说明了导数概念的实质,同时也给出了具体求导数的方法.一般可概括

为以下几个步骤：

（1）求出相应于自变量增量 x 的函数增量 y .

0 0( ) ( )y f x x f x    

（2）求出比值 0 0( ) ( )f x x f xy

x x

  


 
.

（3）求极限 0
0

( ) lim
x

y
f x

x 


 


.

例 1 用定义求函数 2y x 在� =− 1处的导数.

解 设自变量在� =− 1处有增量 x ,则函数增量为

2 2 2( 1 ) ( 1) ( 1 ) ( 1) 2 ( )y f x f x x x                 

于是

22 ( )
2

y x x
x

x x

    
    

 

所求导数为

0 0
( 1) lim lim ( 2 ) 2

x x

y
f x

x   


        



例 2 证明函数 | |y x 在点 0 0x  处不可导.
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证明 因为

0 0

1 0( ) (0) | |
lim lim

1 00x x

xf x f x

xx x

y

x 


   

 



 

当 0x 时极限不存在,所以函数 | |y x 在点 0 0x  处不可导.

2）函数 ( )y f x 在 0x 点的单侧导数

0x 点的单侧导数包括左导数和右导数,在导数定义中,只需将极限替换为单侧极限,则

可得出单侧导数的定义.

定义 2 设函数� = �(�)在点�0及其左侧邻域内有定义,如果极限

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x    

  


 

存在,则此极限值为函数在点�0处的左导数,记为�−
' (�0).即

�−
' �0 = 0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x    

  


 

类似地,我们可定义右导数

0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x 
   

  
  

 

定理 1 函数� = �(�)在点�0处可导的充分必要条件是左、右导数都存在并且相等即

0( )f x 存在的 - 0f x （ ）、 + 0( )f x 都存在且 - 0 + 0=f x f x （ ） （ ）

此定理主要用于讨论函数在某点的导数是否存在,特别是分段函数在分段点的导数存

在与否的讨论.

例 3 设函数
1 cos 0

( )
0

x x
f x

x x

 
 


，讨论函数 ( )f x 在 0x  处的左、右导数与导数.

解 左导数为：
0 0

(0 ) (0) 0
(0) lim lim 1

x x

f x f x
f

x x 
   

    
   

 

右导数为：
0 0

(0 ) (0) 1 cos
(0) lim lim 0

x x

f x f x
f

x x 
   

   
   

 

Δ

因为 (0) (0)f f 
  ，所以函数 ( )f x 在 0x  处不可导.

3）. 函数在区间内的导函数
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定义 3 如果函数 ( )y f x 在开区间 ( , )a b 内的每一点处都可导,则称函数 ( )y f x 在开

区间 ( , )a b 内可导；若在区间端点还满足，左端点 a处�+
' (�)存在,右端点b处�−

' (�)存在,则

称函数 ( )y f x 在闭区间[�, �]上可导.

此时,对区间上的任一点 x,都有一个导数值与之对应,这样在该区间上定义了一个新

的函数,这个新的函数就称为 ( )y f x 的导函数,记为

( )f x ，�',
d�

d�
,
d�

d�
.

导函数的计算公式为

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

y f x x f x
f x

x x   

  
  

 

显然,函数 ( )y f x 在点 0x 处的导数就是导函数 ( )f x 在点 0x 处的函数值,即

0
0( ) ( )

x x
f x f x


 

在不引起混淆的情况下,习惯上把导函数简称为导数.
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